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Д. Фантаццини

Моделирование многомерных распределений 
с использованием копула-функций. II1

Статья содержит вторую часть консультации, посвященной копулафункциям и их ис
пользованию в моделировании многомерных распределений вероятностей. В ней опи
сываются парные копулафункции (включая понятия канонической и Dветвизации), 
различные характеристики зависимости анализируемых случайных величин (в том 
числе меры хвостовой зависимости, особенно актуальные в случае несимметричных 
распределений), а также параметрические, полупараметрические и непараметриче
ские методы статистического оценивания распределений, представленных с помощью 
копулафункций.
Ключевые слова: парные копула-функции, ветвизация, меры зависимости, хвостовая зависи-
мость, метод максимального правдоподобия (одношаговый, двухшаговый, канонический, трех-
шаговый), полупараметрические и непараметрические методы статистического оценивания.

JEL classification: C69, C49.
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1 Продолжение. Начало консультации см. в (Фантаццини, 2011). Перевод на русский язык осуществлен 
А. В. Кудровым под научной редакцией С. А. Айвазяна. Сохранена сквозная нумерация разделов, рисунков, 
формул, определений и теорем, начатая в первой части. Окончание консультации, посвященное описанию под-
ходов к экспериментальному подбору копула-функции и методов статистической проверки гипотез, связанных 
с моделями копула-функций, предполагается опубликовать в следующем номере нашего журнала. 
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4.1. Введение

Детальное изучение парных копула-функций было начато в работе (Joe, 1997), а позднее 
продолжено в (Bedford, Cooke, 2001, 2002; Kurowicka, Cooke, 2006) (моделирование) и (Aas 
et al., 2009) (статистические выводы). Их использование дает возможность получить значи-
тельно более гибкую структуру зависимости, чем структура перестановочных или иерархи-
чески вложенных архимедовых копула-функций. При помощи парных копула-функций мож-
но разложить многомерную плотность на произведение n n( )- /1 2  двумерных копула-функ-
ций, из которых n-1  являются безусловными, а остальные — условными. Важно отметить, 
что используемые двумерные копула-функции не обязаны принадлежать одному классу.

Рассмотрим n случайных величин  ( , , )X X n1 ¼  с совместной функцией распределе-
ния  H x xn( , , )1 ¼ , частными распределениями  F xi i( ),  i n= ¼1, , , совместной плотностью 
f x xn( , , )1 ¼  и плотностями частных распределений  f xi i( ),  i n= ¼1, , . Тогда для точек, в ко-
торых все плотности непрерывны и положительны2:

 f x x f x x x f x x f x x xn n n n
t

n

t t( , , ) ( | , , ) ( , , ) ( | , ,1 1 1 1 1
2

1¼ = ¼ × ¼ = ¼- -
=

-Õ 11 1 1) ( )× f x .   (11)

Из теоремы Склара известно, что для абсолютно непрерывного n-мерного распределе-
ния H ( )× , имеющего строго возрастающие непрерывные частные распределения F Fn1( ), , ( ),× ¼ ×  
имеем:

f x x c F x F x f x f xn n n n n n( , , ) ( ( ), , ( )) ( ) ( ), ,1 1 1 1 1 1¼ = ¼ × ×¼×¼ ,

где  c n1, , ( , , )… …× ×  — n-мерная плотность копула-функции, описывающей анализируемое рас-
пределение  H x xn( , , )1 … , а  F x F xn n1 1( ), , ( )…  — значения частных функций распределения 
рассматриваемых случайных величин в точках  x xn1, ,…  соответственно.

В двумерном случае
f x x c F x F x f x f x( ) ( ( ) ( )) ( ) ( )1 2 12 1 1 2 2 1 1 2 2, = , × × ,

откуда следует, что:
f x x c F x F x f x( ) ( ( ) ( )) ( )1 2 12 1 1 2 2 1 1| = , × .

Для трех случайных величин X1, X2 и X3 имеем:

f x x x c F x x F x x f x x( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 12 3 1 3 2 3 1 3| , = | , |( ) || ,

где  c12 3| ×( ) — копула-функция для условных функций распределений  (( ) ( ))X X X X1 3 2 3| , | . 
Кроме того,

f x x x c F x x F x x f x x( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 13 2 1 2 3 2 1 2| , = | , |( ) | .|

2  В правой части формулы (11) и некоторых других местах далее для того, чтобы избежать усложнения обо-
значений, функции условной плотности и условного распределения случайной величины Xi при условиях на пе-
ременные с номерами J1, J2,…, Jk не будут помечаться соответствующими индексами i | J1, J2,…, Jk.
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Последнее соотношение может быть обобщено на n-мерный случай:

 f x c F x F v f xxv j j j jj j
( ) ( ) ( ) ( )| = | , |( )× | ,| - - --

v v v vv   (12)

где  v  — вектор значений компонент, на которые наложены условия,  v j  — произвольно 
выбранная компонента вектора  v, а через  v- j  обозначен вектор  v, из которого исключена 
j-ая компонента.

Теперь, если воспользоваться (12), то из (11) получим следующее представление для 
f x x xt t( | , , )1 1¼ - :

 f x x x
f x x x x
f x x x

ct t
t t t

t t
t( | , , )

( , | , , )
( | , , )1 1

1 1 2

1 1 2
1¼ =

¼

¼
=-

- -

- -
- ,, | , , ( | , , ),t t t tf x x x1 2 1 2¼ - -× ¼   (13)

где для различающихся индексов  i j i ik, , , ,1 ¼  таких, что  i j<  и  i ik1<¼< , можно выразить 
двумерную условную копула-функцию при значениях аргументов, равных соответствую-
щим условным функциям распределения, а именно:

c c F x x x F x x xi j i i i j i i i i i j i ik k k k, | , , , | , , ( | , , ), ( ( | , , )
1 1 1 1¼ ¼= ¼ ¼( )).

Используя (13), можно записать (11) в виде:

 

f x x f x c f x fn
t

n

k

t

t k t t k t
r

n

( , , ) ( ) ( ), | , ,1 1
2 1

1

1 1
1

¼ = × × =
= =

-

- ¼ - -
=

ÕÕ Õ (( )

( )

, | , ,x c

f x

r
t

n

k

t

t k t t k

r

n

r
j

n

i

n

× =

= ×

= =

-

- ¼ - -

= =

-

=

ÕÕ

Õ Õ

2 1

1

1 1

1 1

1

1

--

+ ¼ -Õ = - + =
j

j j jc j t k j i t, | , , , , .11 1 ãäå

   (14)

Представление (14) называют разложением парных копула-функций. Для многомерных 
распределений существует много возможностей разложения на парные копула-функции. 
В (Bedford, Cooke, 2001, 2002) представлена графическая модель, называемая моделью ре
гулярной ветвизации. Основной идеей этого метода является представление разложения 
на парные копула-функции типа (14) в виде последовательности вложенных деревьев с не-
ориентированными ребрами, названными ветвями. В n-мерном случае ветвизация представ-
лена  n-1  деревом так, что j-ое дерево имеет  n j+ -1  узлов и  n j-  ребер. Каждое ребро 
отвечает плотности некоторой парной копула-функции, а ребра j-го дерева становятся уз-
лами  ( )j+1 -го дерева. Два узла  ( )j+1 -го дерева связаны ребром в том случае, если соот-
ветствующие ребра j-го дерева имеют общий узел. Разложение на парные копула-функции 
определяется  n n( )- /1 2 ребрами, а также плотностями частных распределений.

Сосредоточим внимание на двух примерах регулярной ветвизации, которые на сегодняш-
ний день привлекли большое внимание исследователей. Речь пойдет о канонической ветви
зации и Dветвизации. Для более детальной информации относительно общей теории ре-
гулярной ветвизации и ее графического представления рекомендуется работа (Kurowicka, 
Cooke, 2006).
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условных распределений, которые являются ключевыми элементами этой процедуры.

Условные распределения для наиболее часто используемых двумерных копула-
функций

В работе (Joe, 1997) показано, что:

 F x
C F x F v

F v
x v j j j

j j

j j( )
( ) ( )

( )
| =

¶ | , |( )
¶ |

, | - -

-

-v
v v

v
v

 для любого  j ,  (15)

где  Cx v j j, | -v  — условная двумерная копула-функция (формальное определение см. выше). 
Если  v  имеет размерность 1 (т. е.  v=v ), то (15) принимает вид:

F x v
C F x F v

F v
x v( )

( ) ( )
( )

| =
¶ ,( )

¶
., 1 2

Пусть F x P X x x1( ) ( )= £ =  и F v P V v v2 ( ) ( )= £ =  (т. е.  f x f v( ) ( )= =1). Введем обозна-
чение:
 h x v F x v

C x v
v

x v( ) ( )
( )

, ; = | =
¶ , ;

¶
,,Q

Q
  (16)

где  через  Q   обозначены  параметры  копула-функции  совместного распределения 
P X x V v( )£ , £ . Согласно терминологии работы (Aas et al., 2009) функцию  h x v( ), ;Q  назо-
вем h-функцией, а  h u v- , ;1( )Q  — обратной h-функцией относительно первого аргумента u.

Для двумерной нормальной копулафункции h-функция имеет вид:

h u u
u u

( )
( ) ( )

1 2 12

1
1 12

1
2

12
21

, ; =
-

-

æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷,

- -

r
r

r
F
F F

а обратная h-функция относительно первого аргумента равна:

h u u u u- - -, ; = - +( )1
1 2 12

1
1 12

2
12

1
21( ) ( ) ( )r r rF F F ,

где F( )z  — значение функции распределения стандартного нормального закона в точке z, 
а  r12  — коэффициент корреляции между анализируемыми случайными величинами.

Для двумерной копулафункции Стьюдента с  n12  числом степеней свободы h-функция 
равна:

h u u t t u t u
t

( ) ( ) ( )1 2 12 12 1
1

1 12
1

2

12

2

12 12 12

12

, ; , = -( )
+

+
- -r n r

n

n n n

n
--

-

( )( ) -
+

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

1
2 12

2

12

1 2

1

1

( ) ( )
/

u r

n
,

а обратная h-функция относительно первого аргумента равна
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h u u t t
t u

-
+

-

-

, ; , =
+( )( ) -

1
1 2 12 12 1

1
12

21
2 12

2

12 12

12
1

( )
( ) ( )

r n
n r

n n

n

nn
r n

12
12

1
21 12+

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
+

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

.-t u( )

В приведенных формулах используются следующие обозначения:  t zv ( )  — значение функ-
ции распределения Стьюдента с v степенями свободы в точке z, а  t uv

-1( )  — значение обрат-
ной к  t zv ( )  функции распределения в точке u.

Для двумерной копулафункции Клейтона h-функция имеет вид:

h u u u u u( )1 2 12 2
1 1 1

1 2
12 1212 12 1, ; = + -( ) ,- - - - /- -a a aa a

а обратная h-функция относительно первого аргумента равна:

h u u u u u-
- /

-+æ
è
ç

ö
ø
÷

-, ; = × + -
æ
è
ç +1

1 2 12

1

1 2
1

2

1212
12 112 121( )a

a
a a

a
a öö

ø
÷ .

Для двумерной копулафункции Гумбеля h-функция принимает вид:

h u u C u u
u

u u( ) ( ) ( ln ) ( ln )1 2 12 12 1 2
2

2
1 1 1

1
1

12 1212, ; = , × × - × -- / -
a a aa ++ - ,

ì
í
ï

îï

ü
ý
ï

þï
( ln )u2 12a

где C u u12 1 2( ),  — двумерное распределение Гумбеля. К сожалению, в случае копула-функ-
ции Гумбеля обратная h-функция может быть вычислена лишь с использованием численных 
методов. В условиях большой размерности целесообразнее использовать копула-функцию 
Клейтона, см. (Joe, 1997) или (Cherubini et al., 2004).

4.2. Каноническая ветвизация

Регулярную ветвизацию, при которой каждое дерево имеет единственный узел, называ-
ют канонической ветвизацией. Разложение n-мерной плотности, отвечающее канонической 
ветвизации, представлено в формуле (14), т. е.

 f x x x f x c F xn
k

n

k
j

n

i

n j

j j i j j( , , , ) ( ) ( ( |, | , ,1 2
1 1

1

1
1 1¼ =

= =

-

=

-

+ ¼ -Õ ÕÕ xx x F x x xj j i j1 1 1 1, , ), ( | , , ))¼ ¼- + - .  (17)

На рисунке 11 показаны канонические ветвизации в 5-мерном случае:
Представления вида (17) обладают преимуществом в ситуациях, когда можно выделить 

одну ключевую переменную, влияющую на другие переменные. Такая переменная может 
быть использована в качестве корня канонической ветвизации (переменная 1 на рис. 11).

Генерирование многомерных наблюдений
В работе (Aas et al., 2009) показано, что алгоритм генерирования n зависимых случайных 

величин является общим как для канонической, так и для D-ветвизации:
смоделируем независимые равномерно распределенные на [0,1] случайные величины z

w wn1, ,¼ ;
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•	 возьмем
x w1 1= ;  x F w x2

1
2 1= |- ( ) ;  x F w x x3

1
3 1 2= | ,- ( ) ; …;  x F w x xn n n= ¼-

-
1

1 1( | , , ).
Для  того  чтобы  при  любом  j  определить  распределение  случайной величины 

( | , , , )X X X Xj j1 2 1¼ - , в работе (Aas et al., 2009) предлагается использовать h-функцию, за-
данную соотношением (16), и соотношение (15). Отметим, что отличие канонической вет-
визации от D-ветвизации состоит в выборе переменной  v j  для (15). Кроме того,

F x x x
C F x x x F x x

j j
j j j j j j( | , , )

( ( | , , ), ( | ,, | , ,
1 1

11 2 1 2 1 1¼ =
¶ ¼

-
- ¼ - - - ¼¼

¶ ¼
-

- -

, ))
( | , , )

.
x

F x x x
j

j j

2

1 1 2

На основании этих результатов в работе (Aas et al., 2009) предложена следующая проце-
дура генерирования наблюдений, имеющих плотность в форме канонической ветвизации:

Sample w wn1, ,¼  independent uniform on [0, 1]

Set x v w1 11 1= =,
for i n¬ ¼2, ,
v wi i, =1
for k i i¬ - - ¼1 2 1, , ,
v h v vi i k k k i k, , , ,, ;1

1

1= -
-( )Q

end for

x vi i= ,1

if i n==  then

Stop

end if

for j i¬ ¼ -1 1, ,
v h v vij ij j j j i j, , , ,, ;+ -=1 ( )Q

end for

end for

Рис. 11. Примеры канонических ветвизаций в пятимерном случае
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Внешний цикл указанной выше процедуры работает по порядковым номерам компонент 
моделируемых многомерных наблюдений. Он включает в себя два подцикла: первый из них 
позволяет вычислить смоделированное значение i-ой компоненты наблюдения, второй — 
вычислить условные распределения, необходимые для вычисления  ( )i+1 -ой компоненты. 
Для вычисления этих условных распределений в работе (Aas et al., 2009) используется 
 h-функция, определенная соотношением (16), для которой в качестве аргументов берутся 
рассчитанные v F x x xi j i j, ( | , , )= ¼ -1 1 . Параметры Q j i,  для h-функции — это параметры плот-
ности соответствующей копула-функции  c j j i j, | , , ( | )+ ¼ - × ×1 1 .

Оценивание параметров
Копула-функции с канонической ветвизацией могут быть оценены с помощью мето-

да максимального правдоподобия. Для простоты положим, как и в (Aas et al., 2009), что 
xi i i Tx x= ¼( , , ),, ,1  i n= ¼1, ,  независимы во времени. Такое предположение не является огра-
ничительным, поскольку при наличии зависимости можно на первом этапе оценить одно-
мерные модели временных рядов, а затем для стандартизированных остатков использовать 
копула-функцию с канонической ветвизацией. Такой подход к оцениванию можно считать 
расширением метода максимального псевдоправдоподобия. Для копула-функций он впер-
вые был предложен в работе (Oakes, 1994), а позднее в работах (Genest et al., 1995; Shih, 
Louis, 1995) были представлены такие асимптотические свойства получаемых оценок, как 
состоятельность и асимптотическая нормальность. В (Kim et al., 2007) при помощи мето-
дов симуляционного моделирования показано, что в условиях, когда частные распределе-
ния неизвестны (это довольно распространенная ситуация в прикладных задачах), метод 
максимального псевдоправдоподобия дает более точные оценки, чем метод максимального 
правдоподобия. Кроме того, в (Kim et al., 2008) показано, что в случае многомерных моде-
лей с гетероскедастичностью этот метод дает оценки, являющиеся состоятельными и асим-
птотически нормальными.

Однако в случае, когда вместо многомерной копула-функции используется разложение 
на парные копула-функции, методология оценивания будет отличаться от представленной 
выше (Aas et al., 2009).

Для копула-функции с канонической ветвизацией логарифм правдоподобия имеет сле-
дующий вид:

 
j

n

i

n j

t

T

j j i j j t t j tc F x x x
=

-

=

-

=
+ ¼ - -ååå ¼

1

1

1 1
1 1 1 1ln ( ( | , , ),, | , , , , , FF x x xj i t t j t( | , , )) ., , ,+ -¼éë ùû1 1   (18)

В работе (Aas et al., 2009) предложен следующий алгоритм вычисления логарифмиче-
ской функции правдоподобия (18)

log-likelihood = 0.

for i n¬ ¼1, ,
v x0, =i i

end for

for j n¬ ¼ -1 1, ,
for i n j¬ ¼ -1, ,
log-likelihood = log-likelihood + L j j i j i( )v v- , - , + ,, ;11 1 1 Q

end for
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Stop

end if

for i n j¬ ¼ -1, ,
v v vj i j i j j ih, - , + - , ,= , ;( )1 1 11 Q

end for

end for

Здесь  L( )x v, ;Q  — логарифмическая функция правдоподобия выбираемой двумерной ко-
пула-функции, параметры которой определены вектором Q , а наблюдения  x  и  v  заданы. 
Кроме того, в упомянутой работе представлена процедура нахождения начальных значений 
оценок параметров, вычисляемых при помощи численной максимизации логарифмическо-
го правдоподобия. Эмпирический анализ показывает, что начальные значения оценок, вы-
численных при помощи процедуры из (Aas et al., 2009), и итоговые значения оценок, по-
лученных при одновременном оценивании всех параметров, весьма близки, в то время как 
значение функции правдоподобия увеличивается незначительно. Это может означать, что 
процедура вычисления начальных значений оценок параметров дает состоятельную оцен-
ку всех параметров, что значительно облегчает вычислительную процедуру. Однако этот 
вопрос требует более детального исследования.

4.3. D-ветвизация

Регулярная ветвизация, при которой у любого дерева T j  не существует узла, соединен-
ного с более чем двумя ребрами, называется Dветвизацией. Многомерная (n-мерная) плот-
ность, отвечающая D-ветвизации, имеет вид:

k

n

k
j

n

i

n j

i i j i i j i i if x c F x x x
= =

-

=

-

+ + ¼ + - + +Õ ÕÕ ¼
1 1

1

1
1 1 1( ) ( ( | , ,, | , , jj i j i i jF x x x- + + + -¼1 1 1), ( | , , )).

На рисунке 12 показана 5-мерная D-ветвизация:

Рис. 12. D-ветвизация для пяти переменных
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Генерирование многомерных наблюдений
В работе (Aas et al., 2009) предложена следующая процедура моделирования наблюде-

ний, закон распределения которых представлен с помощью D-ветвизации:
Sample w wn1, ,¼  independent uniform on [0, 1]

Set x v w1 11 1= =,
Set x v h w v2 21

1

2 11 11= = -
, , ,, ;( )Q

v h v v22 11 21 11, , , ,, ;= ( )Q

for i n¬ ¼3, ,
v wi i,1=

for k i i¬ - - ¼1 2 2, , ,
v h v vi i i k k i k,

-
, - , - , -= , ;1

1

1 12 2( )Q

end for

v h v vi i i i, , , ,, ;1

1

1 11 1 1= -
- -( )Q

x vi i= ,1

if i n=  then

Stop

end if

v h v vi i i i, , , ,, ;2 11 1 1 1= - -( )Q

v h v vi i i i, , , ,,3 1 11 1 1= - -( ; )Q

for i>3 then

for j i¬ ¼ -2 2, ,
v h v vi j i j i j j i j, , , ,,2 12 2 2 1= - - - -( ; )Q

v h v vi j i j i j j i j, , , ,,2 1 2 1 12 2+ - - - -= ( ; )Q

end for

end if

v h v vi i i i i i i, - - , - , - - ,=2 2 12 4 2 3 11( , ; )Q

end for

Как и в случае канонической ветвизации, процедура моделирования D-ветвизации состо-
ит из одного внешнего цикла, включающего один подцикл для моделирования переменных, 
а также один подцикл для вычисления необходимых условных распределений. Тем не ме-
нее, с вычислительной точки зрения этот алгоритм является менее эффективным, чем алго-
ритм моделирования канонической ветвизации, поскольку число условных распределений, 
которые необходимо вычислить, для D-ветвизации равно  ( )n-2 2 , а для канонической вет-
визации —  ( )( )n n- - /2 1 2 . Отметим, что в случае D-ветвизации параметры Q j i,  в h-функ-
ции — это множество параметров соответствующей копула-функции  ci i j i i j, | , , ( | )+ + ¼ + - × ×1 1 .

Оценивание параметров
В случае D-ветвизации логарифмическая функция правдоподобия имеет следующий вид:

j

n

i

n j

t

T

i i j i i j i t i tc F x x x
=

-

=

-

=
+ + ¼ + - +ååå éë ¼

1

1

1 1
1 1 1ln ( | , ,, | , , , , ii j t i j t i t i j tF x x x+ - + + + -¼( )ùû1 1 1, , , ,), ( | , , ) .

В работе (Aas et al., 2009) предлагается следующий алгоритм вычисления логарифмиче-
ской функции правдоподобия:
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for i n= ¼1, ,
v x0, =i i

end for

for i n= ¼ -1 1, ,
log-likelihood = log-likelihood + l i i i( )v v0 0 1 1, , + ,, ;Q

end for

v v v11 01 02 11, , , ,= , ;h( )Q

for k n= ¼ -1 3, ,

v v v12 0 2 0 1 1 1, + + , +=k k k kh( ), ,, ;Q
v v v12 1 0 1 0 2 1 1, + + + , +=k k k kh( ), ,, ;Q
end for

v v v12 4 0 0 1 1 1, - - , -=n n n nh( ), ,, ;Q
for j n= ¼ -2 1, ,
for i n j= ¼ -1, ,
log-likelihood = log-likelihood + l j i j i j i( )v v- - - , ,12 1 12, , ;Q
end for

if j n= -1  then

Stop

end if

v v vj j j jh, - , - ,=1 11 12 1( ), ;, Q

if n>4  then

for i n j= ¼ - -1 2, ,
v v vj i j i j i j ih, - + - + , +=2 12 2 12 1 1( ), ,, ;Q
v v vj i j i j i j ih, + - + - + +=2 1 12 1 12 2 1( ), , ,, ;Q
end for

end if

v v vj n j j n j j n j j n jh, , , ,, ;2 2 2 12 2 12 2 1- - - - - - - -= ( )Q

end for

Здесь  l( , ; )x v Q  — логарифмическая функция правдоподобия для выбираемой копула-
функции, параметры которой определяются вектором Q , а векторы наблюдений  x  и  v  за-
даны. Отметим, что Q j i,  — параметры плотности копула-функции  ci i j i & i j, + |+ , , + - ×|×1 1( ) .

4.4. Эмпирические приложения в статистическом пакете R:  
построение парных копула-функций

Если нужно смоделировать и оценить копула-функцию, используя ее разложение на пар-
ные копула-функции, необходимо воспользоваться модулем процедур copulaGOF из пакета 
R, разработанного Даниэлем Бергом. Так, например, D-ветвизация в четырехмерном случае 
может быть смоделирована и оценена следующим образом:

x = SimulateCopulae(n=1000,d=4,construction=list(type="dpcc",copula=c("clayton",

"gumbel","frank","gumbel","clayton","gumbel")),param=list(c(2,3,6,1.3,1,1.4),

rep(0,6)))

pairs(x)
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dpcc.par = EstimateCopulaParameter(x,construction=list(type="dpcc",copula=

c("clayton","gumbel","frank","gumbel","clayton","gumbel"))) 

dpcc.par 

$t [1] 1.951387 2.991580 6.052075 1.343258 0.949556 1.410108 

$nu [1] 0 

$loglik [1] 1899.111

Биплоты (диаграммы рассеяния пар компонент) для наблюдений из четырехмерной ко-
пула-функции с D-ветвизацией представлены на рис. 13.

Рис. 13. Диаграмма рассеяния пар компонент для наблюдений из четырехмерной 
копула-функции с D-ветвизацией
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5. Меры зависимости

Меры зависимости являются весьма полезными инструментами для описания структуры 
двумерной зависимости. В этой главе рассмотрим три возможные меры: коэффициент кор
реляции, коэффициент ранговой корреляции и коэффициент хвостовой зависимости.

Достаточно хорошей мерой зависимости в классе эллиптических распределений является 
коэффициент корреляции. Этот класс включает в себя, например, нормальное распределе-
ние, смеси нормальных распределений. Однако коэффициент корреляции как мера зависи-
мости для многомерных распределений вне класса эллиптических распределений обладает 
рядом недостатков. В качестве альтернативы предлагаются две другие меры зависимости, 
которые в некоторых случаях оказываются более приемлемыми.
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Коэффициент корреляции между случайными величинами X и Y, как известно, опреде-
ляется следующим образом (см., например, (Айвазян, 2010, п. 3.2.2)):

r( , )
Cov( , )

Var( )Var( )
,X Y

X Y
X Y

=

где Cov( , )X Y  — ковариация между  X  и Y ,  Var( )X  и Var( )Y  — дисперсии  X  и Y  соот-
ветственно. Ниже представлены основные свойства коэффициента корреляции.

1.  | ( , ) |r X Y £1.
2.  Если  X  и Y  независимы, то  r( , )X Y =0 .
3.  | ( , ) |r X Y =1  тогда и только тогда, когда  P X a bY( )= + =1 для некоторых  a  и b¹0 .
4.  r a b g d ag r( , ) sign( ) ( , )X Y X Y+ + = .
5.  Пусть  ( , )X Y  имеет совместное двумерное нормальное распределение с частными 

стандартными нормальными распределениями. Тогда коэффициент корреляции  r  между 
X Yè  однозначно определяет совместное распределение  ( , )X Y .
Обобщение коэффициента корреляции на многомерный случай можно найти во многих 

учебниках по статистике, например, (Mardia et al., 1997).
Пусть   — выборочный коэффициент корреляции. Хорошо известно, что для проверки 

гипотезы  H0 0: r=  против альтернативы  H1 0: r¹  может быть использована следующая 
тестовая статистика:

t
n 2

1 2
,

которая при справедливости нулевой гипотезы имеет  tn-2 -распределение — см., например, 
(Айвазян, 2010, с. 78).

Если воспользоваться z-преобразованием Фишера, то получим:

ˆ1 1 1 1
log , log ,

ˆ2 1 2 1

3( ) (0,1),d

z

n z N

æ ö æ ö- r - r
= z=ç ÷ ç ÷

+ r + rè ø è ø

- -z ¾¾®

где знаком  d¾ ®¾  обозначена асимптотическая сходимость по распределению при беско-
нечно растущем объеме выборки n ( )n®¥ . Более того, хорошо известно, что если  r¹0, 
то  n Nd( ) ,( ) .0 1 2 2

Если  X  и Y  имеют распределения (не обязательно нормальные), для которых конечен 
четвертый момент и  r( )X Y, ¹0, то

n Nd( ) ,0 2

при некотором  g2  (см. (Fang et al., 1987; Rodgers, Nicewander, 1988; Embrechts et al., 2002) 
и ссылки в этих работах).
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К сожалению, для многомерных распределений неэллиптического типа коэффициент 
корреляции обладает рядом недостатков.

1.  Равенство коэффициента корреляции нулю эквивалентно независимости в случае 
многомерного нормального распределения. Однако уже для многомерного распределения 
Стьюдента это не так.

2.  Коэффициент корреляции инвариантен относительно линейных преобразований, но, 
как правило, не инвариантен относительно более общих преобразований T ( )× :

r r( ( ) ( )) ( )T X T Y X Y, ¹ , .

Например, две случайные величины, имеющие логнормальное распределение, имеют 
коэффициент корреляции, отличный от коэффициента корреляции между их лог-преобра-
зованиями.

3.  Частные распределения и корреляционная матрица однозначно определяют лишь 
только совместное распределение эллиптического типа, но это неверно в общем случае.

4.  Дисперсии случайных величин X и Y должны быть конечными, иначе корреляция 
не определена. Это свойство указывает на то, что коэффициент корреляции — далеко не иде-
альная мера зависимости, которая может быть неопределенной для распределений с «тяже-
лыми хвостами».

Рассмотрим пример, иллюстрирующий один из вышеупомянутых случаев. Пусть  X1, 
X 2  — нормально распределенные случайные величины с нулевым средним и дисперсией 
s 2 0> , а коэффициент корреляции между ними равен  r. Тогда коэффициент корреляции 
случайных величин Y Xi i=exp( ),  i=1 2, , имеющих логнормальное распределение, равен

Corr( , )Y Y
e
e1 2

2

2

1
1

=
-

-

rs

s
.

При  r=1  всегда  получим,  что  Corr(Y1, Y2) = 1,  но наименьшее возможное (при - £ £1 1r )  
значение Corr(Y Y1 2, )  всегда будет больше –1.  Например, если s=1 , то Corr(Y1, Y2) Î [–0.368, 1]. 
Кроме того, интервал достижимых значений Corr(Y Y1 2, )  будет тем меньше, чем больше s.

В качестве другого примера, иллюстрирующего недостатки коэффициента корреляции, 
рассмотрим величину X1 со стандартным нормальным распределением  N ( , )0 1  и  X X2 1

2= . 
Тогда

Cov( , ) ( ) ( ) ( ) .X X X X X X1 2 1 1
2

1
3

11 0= × -( )= - =E E E

Таким образом, с одной стороны, имеем функциональную зависимость между X1 и X2, 
а с другой стороны, нулевую корреляцию между ними.

5.2. Коэффициенты ранговой корреляции: r-Спирмена и t-Кендалла

Для того чтобы преодолеть указанные выше недостатки, необходимо обратиться к идее, 
возникшей в теории непараметрических статистик, которая предлагает сосредоточить вни-
мание не на самих данных, а на их рангах. В результате были предложены две важные меры 
зависимости: r-Спирмена и t-Кендалла (определение и основные свойства этих мер пар-
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иной зависимости см., например, в (Айвазян, 2010, с. 96 – 107)). Перед тем, как приступить 

к обсуждению этих мер зависимости, коротко представим понятия согласованности и рас-
согласованности.

Определение 5.  Наблюдения  ( , )x yi i  и  ( , )x yj j  называют согласованными, если  x xi j<  и 
y yi j< , или если  x xi j>  и  y yi j> . Аналогично,  ( , )x yi i  и  ( , )x yj j  называют рассогласованны
ми наблюдениями, если  x xi j<  и  y yi j>  или если  x xi j>  и  y yi j< . Это эквивалентно тому, 
что ( x yi i, )  и  ( , )x yj j  являются согласованными наблюдениями, если  ( )( )x x y yi j i j- - >0 , 
и рассогласованными, если  ( )( )x x y yi j i j- - <0 .

Другими словами, согласованность наблюдений возникает в случае, если бóльшие зна-
чения одного наблюдения соответствуют бóльшим значениям другого наблюдения, а малые 
значения также соответствуют малым значениям. Если это не так, то наблюдения называют 
рассогласованными.

Коэффициент ранговой корреляции Спирмена (r-Спирмена)
Коэффициент r-Спирмена — мера согласованности между двумя случайными величина-

ми, основанная на использовании понятий согласованности и рассогласованности.
Определение 6.  Для двух непрерывных случайных величин X и Y, совместное распреде

ление которых имеет копулафункцию C( )× , rСпирмена определяется как

 rS X Y Q C P uvdC u v C u v du dv( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ,= = - = -òò òò3 12 3 12 3   (19)

где u F xX= ( ) ,  v F yY= ( ) , а Q( )×  — разность между вероятностями согласованности и рас
согласованности (для более детальной информации см. (Nelsen, 2006)).

Эквивалентное выражение для  r-Спирмена может быть дано в форме

rs X Y F X G Y( , ) ( ), ( ) ,= ( )Corr

где корреляция (Corr) понимается в классическом смысле, а F и G — функции частных 
распределений случайных величин X и Y. Этот результат вытекает из того факта, что ран-
ги u и v являются наблюдениями из равномерно распределенных на [0; 1] случайных ве-
личин U F X= ( )  и V G Y= ( ) , совместное распределение которых определяется копула-
функцией C.

Поскольку U и V имеют среднее 1/2 и дисперсию 1/12, выражение для  rS X Y( , )  в (18) 
может быть представлено в следующем виде:

rS X Y uvdC u v UV
UV UV U

( , ) ( , ) ( )
( ) /

/
( ) ( )

= - = - =
-

=
-òò12 3 12 3

1 4
1 12

E
E E E EE( )

Var( )Var( )
V

U V
.

Таким образом,  r-Спирмена для пары непрерывных случайных величин X и Y равно 
корреляции между рангами X и Y.

В многомерном случае  r-Спирмена (матрица) определяется как

 rS n nF X F X( ) ( ), , ( )X Corr= ¼( )1 1 , 
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где Corr( )×  — корреляционная матрица; компоненты матрицы  rS ( )X  определяются как

rS ij i i j jF X F X( ) Corr ( ), ( ) .X = ( )

Перечислим основные свойства коэффициента r-Спирмена.
1.   rS  симметричен.
2.  | |£rS 1 . В частности, для  Y T X= ( ) , где  T ( )×  — строго возрастающая функция, 

rS X Y( , )=1; а для Y T X= ( ) , где T ( )×  — строго убывающая функция,  rS X Y( , )=-1.
3.   r rS x y ST X T Y X Y( ( ), ( )) ( , )=   для любых строго возрастающих отображений  Tx ( )×   

и Ty ( )× .
4.  Если X и Y независимы, то  rS X Y( , )=0 .
5.  Если  ( , )X Y  имеет нормальное распределение с коэффициентом корреляции r и стан-

дартными нормальными частными распределениями, то

r p r r
p

r= éë ùû =
æ

è
ç

ö

ø
÷2 6

6 1
2

sin ( / ) arcsin .S Sèëè

Последний результат справедлив также в случае, когда совместное распределение слу-
чайных величин X и Y имеет нормальную копула-функцию, а частные распределения непре-
рывны. К сожалению, соотношение между коэффициентом r-Спирмена и коэффициентом 
корреляции не выполняется для всех распределений из эллиптического семейства — см., 
например, (Hult, Lindskog, 2002; Nelsen 2006).

Можно показать, что непараметрическая оценка для  rS , построенная по наблюдениям 
( , )X Yi i ,  i T= ¼1, , , имеет вид

S
i j k T

i j i kT T T
X X Y Y

6
1 2

3
1( )( )

( ) ( )sign sign

и является несмещенной.
Если  X i  и Yi  независимы,  i T= ¼1, , , то распределение  T

S асимптотически сходится к 
N ( )0 1, . Более детальную информацию см. в (Айвазян, 2010; Hollander, Wolfe, 1973; Statistics 
with confidence, 1989; Conover, 1999; van de Wiel, Bucchianico, 2001).

Коэффициент ранговой корреляции Кендалла (t-Кендалла)
Коэффициент t-Кендалла — это также мера связи между двумя случайными величина-

ми, основанная на использовании понятий согласованности и рассогласованности и опре-
деляемая следующим образом.

Определение 7 (заимствовано из (Kruskal, 1958), см. также (Айвазян, 2010, с. 102 – 107)). 
Пусть  ( )X Y1 1,  — случайный вектор с распределением H x y( ), , а  ( , )X Y2 2  — случайный вектор, 
такой, что  X 2  и Y2  независимы, распределение  X1  совпадает с распределением  X 2 , распре
деление Y1  совпадает с распределением Y2 . Коэффициент tКендалла для вектора (X, Y), ком
поненты которого есть непрерывные случайные величины, определяется как разность между 
вероятностью согласованности и вероятностью рассогласованности, т. е.

t( , ) ( )( ) ( )( ) [sign(X Y X X Y Y X X Y Y X X= - - >{ }- - - <{ }= -P P E1 2 1 2 1 2 1 2 10 0 22 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

)sign( )]

, , ,

Y Y

X X Y Y X X Y Y X X Y Y

-

= > > + < < - < >{ } { }P P P {{ } { }- > <P X X Y Y1 2 1 2, .
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го независимы, а их частные распределения равны частным распределениям соответствую-
щих компонент вектора X , матрица t-Кендалла  rt ( )X  определяется следующим образом:

rt ( ) ( ) ,X X X= -éë ùûCov sign 

где (i, j)ый элемент этой матрицы определяется формулой 

rt ( ) [ ( ), ( )]X ij i i j jX X X X= - -Cov sign sign  .

В частности, в двумерном случае ( n=2 ) матрицей tКендалла будет

r
t

tt ( )
( , )

( , )
X =

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
1

X Y
X Y

.

Следует отметить, что существуют некоторые другие n-мерные обобщения t-Кендалла. 
Более детальную информацию можно найти, например, в (Clemen, Jouini, 1996) и (Barbe et al., 
1996). Основные свойства этой меры зависимости, а также соответствующие доказательст-
ва представлены в работах (Embrechts et al., 2002) и (Nelsen 2006).

Как правило, если t-Кендалла положителен, то с большой вероятностью мы имеем по-
ложительную зависимость. Если этот коэффициент отрицателен, то следует ожидать отри-
цательную зависимость. Кроме того, t-Кендалла может быть представлен в терминах копу-
ла-функции, что облегчает вычислительную работу.

Теорема 5. Коэффициент tКендалла для двумерной случайной величины, характеризую
щейся копулой C u v( , ),  определяется формулой

t( , ) ( , ) ( , )X Y C u v dC u v= -òò4 1
0

1

0

1

.

Доказательство см. в (Nelsen, 1999, p. 127 – 129).
Основные свойства коэффициента t-Кендалла:
1.   t( )X Y,  симметричен.
2.  - £ , £1 1t ( )X Y .
3.  Если  X  и Y  независимы, то  t( )X Y, =0.
4.   t t( ( ) ( )) ( )T X T Y X Yx y, = ,  для любых строго возрастающих отображений Tx ( )×  и Ty ( )× .
Оценка коэффициента t-Кендалла требует вычисления двойного интеграла, что для рас-

пределений эллиптического типа представляет собой довольно непростую задачу. Однако 
можно показать (см. (Lindskog et al., 2003)), что tКендалла для эллиптических распределе
ний определяется следующим образом:

t
p

r( ) arcsinX Y, = ,
2

где  r  — обычный парный коэффициент корреляции.

Для архимедовых копула-функций ситуация значительно проще, т. к.  t( )X Y,  может быть 
оценен с использованием генератора копула-функции. А именно, в работе (Genest, MacKay, 
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1986) показано, что tКендалла для архимедовых копулафункций определяется соотноше-
нием:

t
j

j
( )

( )
( )

X Y
t
t
dt, = +

¢
,ò1 4

0

1

где j( )×  — генератор копула-функции. Например, можно показать, что для копула-функций 
Клейтона или Гумбеля мы имеем следующие результаты:

для копула-функции Клейтона: z t( )X Y, =
a

a+2
;

для копула-функции Гумбеля: z t
a

( )X Y, = -1
1
,

где  a  — параметр копула-функции.

Можно показать, что непараметрическая оценка для t-Кендалла, построенная по наблю-
дениям  ( )X Yi i, ,  i T= ¼1, ,  и имеющая вид

2
1 1T T

X X Y Y
i j T

i j i j( )
( ) ( )sign sign

является несмещенной.
Если  X i   и  Yi   независимы,  то распределение случайной величины  T   сходится  

к N(0,4/9). Более подробная информация содержится, например, в (Ferguson et al., 2000).

5.3. Хвостовая зависимость

Определим понятия верхней и нижней хвостовой зависимости (Joe, 1997).
Определение 8. Пусть (X, Y) — случайный вектор, компоненты которого есть непре

рывные случайные величины с частными распределениями  FX  и  FY . Тогда коэффициент 
lU  верхней хвостовой зависимости X и Y определяется соотношением:

lU

u Y X u X YY F u | X F u X F u |Y F u= > > = > >
®

- -

®

- -lim P[ ( ) ( )] lim P[ ( ) (
1

1 1

1

1 1 ))] lim
( )

=
- + ,

-®u

u C u u
u1

1 2
1

при условии, что пределы существуют, где C u v( , )  — двумерная копула-функция случай-
ного вектора  ( , )X Y .
При этом случайные величины X и Y называют асимптотически зависимыми на верхнем 

хвосте, если  lU Î ( , ]0 1 , X и Y называют асимптотически независимыми, если  lU =0 .
Другими словами, верхняя хвостовая зависимость существует тогда, когда имеется поло-

жительная вероятность одновременного возникновения положительные выбросов.  lU  широ-
ко используется в теории экстремальных значений и представляет собой вероятность того, 
что одна переменная примет экстремальные значения при условии, что другая переменная 
также принимает экстремальные значения. Коэффициент  lU  можно рассматривать как ме-
ру зависимости квантилей — см., например, (Coles et al., 1999).

Аналогично можно определить нижнюю хвостовую зависимость.
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торого являются непрерывные случайные величины, частные распределения которых 
равны  FX  и  FY . Тогда коэффициент  l

L  нижней хвостовой зависимости между X и Y 
равен:

lL
u Y X u X YY F u | X F u X F u |Y F u= £ £ = £ £
®

- -

®

- -lim P[ ( ) ( )] lim P[ ( ) (
0

1 1

0

1 1 ))] lim
( )

=
,

®u

C u u
u0

при условии, что пределы существуют.
Случайные величины X и Y называются асимптотически зависимыми на нижнем хвосте, 

если  lL Î ,( ]0 1  и асимптотически независимыми на нижнем хвосте, если  lL=0 .
Таким образом, нижняя хвостовая зависимость существует тогда, когда существует по-

ложительная вероятность возникающих одновременно отрицательных выбросов.
Поскольку эллиптические распределения являются радиально симметричными, для них 

коэффициенты верхней и нижней хвостовой зависимости будут равны между собой. Напри-
мер, для нормальной копула-функции коэффициенты верхней и нижней хвостовой зависи-
мости определяются соотношением

l l
r

r
L U

x x
Y x | X x x= = > = = -

-

+

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú

®¥ ®¥
2 2 1

1
1

lim[ ( )] limP F
úú
=0.

Таким образом, вне зависимости от величины парного коэффициента корреляции  r r( ),¹1  
если рассматривать экстремально большие положительные значения X и Y на правом хво-
сте, то для них получим асимптотическую независимость. Этот факт хорошо известен — 
см., например, (Sibuya, 1961; Resnick, 1987).

Для копулафункции Стьюдента коэффициенты верхней и нижней хвостовой зависи-
мости также совпадают и равны

l l n
r

rn
L U

x
Y x | X x= = > = = - + ×

-

+

æ

è
çç

ö

ø
÷÷®¥ +2 2 2 1

1
11lim [ ( )]P t .

Очевидно, они возрастают по  r  и убывают по  n. В этой формуле через  tv+1, как и ра-
нее, обозначена одномерная функция распределения Стьюдента с  n+1 степенями свобо-
ды. Если число степеней свободы устремить к бесконечности, то  lU  будет стремиться к 0 
при  r<1.

Рассмотрим коэффициенты  lL,  lU для архимедовых копула-функций. Так, для копула-функ-
ции Гумбеля лишь верхняя хвостовая зависимость положительна:  l aU = -2 21/ , а  lL=0;   тогда 
как для копула-функции Клейтона положительна лишь нижняя хвостовая зависимость: 
lU =0 ,  l aL= - /2 1 .
Следует отметить, что хвостовая зависимость для архимедовых копула-функций мо-

жет быть представлена в терминах генераторов, обратных к ним функций и первых про-
изводных, см. (Joe, 1997; Nelsen, 2006). В работах (Coles et al., 1999; Poon et al., 2004) 
представлены робастные непараметрические оценки для коэффициентов хвостовой за-
висимости.
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5.4. Эмпирические приложения в статистическом пакете R: меры зависимости

В пакете R использование модулей copula и fcopulae дает возможность вычислять 
упомянутые выше меры зависимости для множества типов копула-функций. Ниже пред-
ставлены некоторые примеры (заинтересованным читателям рекомендуется ознакомиться 
с руководством к пакету R).

# EXAMPLES WITH ARCHIMEDEAN COPULAS AND THE "copula" PACKAGE 

gumbel.cop <- gumbelCopula(3) 

kendallsTau(gumbel.cop) 

[1] 0.6666667 

spearmansRho(gumbel.cop) 

[1] 0.848167 

tailIndex(gumbel.cop) 

lower upper 

0.000000 0.740079 

# let us compute the sample versions 

x <- rcopula(gumbel.cop, 200) 

cor(x, method = "kendall") 

  

[,1] [,2] 

[1,] 1.0000000 0.6592965 

[2,] 0.6592965 1.0000000 

cor(x, method = "spearman") 

  

[,1] [,2] 

[1,] 1.0000000 0.8483507 

[2,] 0.8483507 1.0000000 

# compare with the true parameter value 3 

calibKendallsTau(gumbel.cop, cor(x, method="kendall")[1,2]) 

[1] 2.935103 

calibSpearmansRho(gumbel.cop, cor(x, method="spearman")[1,2]) 

[1] 3.001893 

calibSpearmansRho(gumbel.cop, cor(x, method="spearman")[1,2]) 

[1] 3.001893 

# EXAMPLES WITH ARCHIMEDEAN COPULAS AND THE "fcopulae" PACKAGE 

# ellipticalTau Computes Kendall's tau for elliptical copulae 

# ellipticalRho computes Spearman's rho for elliptical copulae 

ellipticalTau(rho = -0.5) 

 

Tau 

-0.3333333 attr(,"control") 

 

rho 

-0.5 
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Rho 

0.71 

attr(,"control") 

 

rho  type  tau 

 

"0.75"  "t"  "0.5399" 

# ellipticalTailCoeff 

# Student-t Tail Coefficient: 

ellipticalTailCoeff(rho = 0.25, param = 3, type = "t") 

 

lambda 

0.1962612 

attr(,"control") 

 

rho  type  param.nu 

 

"0.25"  "t"  "3" 

6. Процедуры оценивания: параметрические методы

Пусть  x xt nt1 , ,¼ ,  t T= ¼1, ,  — многомерные наблюдения, где n — размерность наблю-
даемой случайной величины, а T — число имеющихся наблюдений.

6.1. Метод максимального правдоподобия  
(ММП или одношаговый метод)

Пусть  f ( )×  — плотность совместного распределения случайного вектора  ( , , , )X X X n1 2 ¼ .

f x x c F x F xn n n n( , , ; ,..., , ) ( ( ; ),..., ( ; );. . . .   1 1 1 1 1 1¼ =a a g a a g)) ( ; ),.×
=

Õ
i

n

i i if x
1

 a

где  fi  — плотность одномерного частного распределения  X i ,    x x xn1 2, , ,¼  — некоторые за-
данные (текущие) значения случайных величин  X X X n1 2, , ,¼  соответственно, а c( )×  — плот-
ность копула-функции, определяемая следующим соотношением:

c u u
C u u u
u u un

n
n

n

( ,..., ; )
( , ,..., ; )

...
.1

1 2

1 2

g
g

=
¶

¶ ¶ ¶



118
Консультации  

ПРИКЛАДНАЯ ЭКОНОМЕТРИКА
№ 3 (23) 2011

М
о
д
е
л
и
р
о
в
а
н
и
е
м
н
о
го

м
е
р
н
ы
х
р
а
с
п
р
е
д
е
л
е
н
и
й
с
и
с
п
о
л
ьз

о
в
а
н
и
е
м
к
о
п
ул

а
-ф

ун
кц

и
й
.I
I

Пусть q a a g= ( ,..., ; )1 n  — вектор оцениваемых параметров, где ai i n, ,...,=1  — парамет-
ры частных распределений Fi ,  g — вектор параметров копула-функции. Логарифмическая 
функция правдоподобия имеет следующий вид:

l c F x F x f
t

T

t n n t n
t

T

i

n

( ) ln( ( ( ; ), , ( ; ); )) ln, ,q a a g= ¼ +
= = =

å åå
1

1 1 1
1 1

ii i t i tx( ; ), ,a .

Оценка максимального правдоподобия  qML  для параметров определяется как 

q q
q


ML l=argmax ( ) .

Ниже приводится результат, описывающий асимптотические свойства оценки макси-
мального правдоподобия.

Теорема 6 (состоятельность и асимптотическое распределение ММПоценок). Пусть 
qML  — ММПоценка. Тогда при выполнении некоторых стандартных условий регулярности, 
см. (White, 1994), справедливо следующее:  q q

ML
P¾ ®¾ 0 , где  q a a g0 1= ¼ ¢( , , , )n . Кроме того,

T N IML
d( ) ( )q q q - ¾ ®¾ ,( ),-

0
1

00

где  I ( )q0  — информационная матрица Фишера.

Доказательство см. в (White, 1994) или (Gourieroux, Monfort, 1995).

6.2. Двухшаговый метод максимального правдоподобия3

В соответствии с этим методом параметры частных распределений оцениваются незави-
симо от параметров копула-функции. Другими словами, процедура оценивания разделена 
на следующие два шага:

Шаг 1:   Используя ММП, оцениваются параметры  ai ,  i n=1,..., ,  частных одномерных 
распределений  Fi ( )× :

i
i

t

T

i i tl f xarg max ( ) arg max ln ( )
1

где  l i  — логарифмическая функция правдоподобия для частного распределения Fi ( )× .

Шаг 2:   Оцениваются параметры  g  копулафункции при заданных значениях оценок, 
полученные на шаге 1:

arg max ( ) arg max ln( ( ( ; ), , ( ;, ,l c F x F xc

t

T

t n n t
1

1 1 1 nn ); )),

где  lc  — логарифмическая функция правдоподобия для копулафункции.

3 В англоязычном оригинале этот метод назван The Inference Functions for Margins method (IFM-method).
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методом. Эти результаты представляют собой простые обобщения результатов, полученных 
для ММП-процедуры, см. (Newey, McFadden, 1994; White, 1994; Patton, 2006a, b).

Представленные ниже результаты получены в предположении некоторых стандартных 
условий регулярности, которые мы не будем конкретизировать, заинтересованный читатель 
может ознакомиться с ними в работе (White, 1994). Из соображений простоты рассматри-
вается двумерный случай. Отметим, что обобщения на многомерный случай получаются 
достаточно просто.

Теорема 7 (состоятельность  1 и  2). Если  n®¥ , то  1 1
P  и  2 2

P .
Доказательство см. в (White, 1994, Theorem 3.13).

Теорема 8 (состоятельность параметра  g ). Пусть функция

 n c F x F xt t
t

T
1

1 1 1 2 2 2
1

ln ( ( ; ), ( ; ); ), ,  

имеет единственный максимум в точке  g0 Î int ( )G . Тогда  P
0  при  n®¥ , где G  — 

область допустимых значений параметра  g , а  int ( )G  — внутренность этого множе
ства.

Доказательство см. в (White, 1994, Theorem 3.10).

Перед формулировкой теоремы 9 введем ряд обозначений. Определим штрафы для оцен-

ки   IFM 1 2 :

s f xt t1
1

1 1 1=
¶

¶a
aln ( ; ),,  s f xt t2

2
2 2 2=

¶

¶
; ,,a
aln ( )  s c F x F xt t t3 1 1 1 2 2 2=

¶

¶
; , ; ; ., ,g
a a gln ( ( ) ( ) )

Матрица Гесса (гессиан) Hess ( )q  для штрафов равна:
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Матрица OPG  определяется как
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Теорема 9 (асимптотика оценок, получаемых IFM-методом). Для IFMоценок выполня
ется свойство асимптотической нормальности, а именно

T N H B HIFM
d( ) ,q q - ¾ ®¾ ( )¢ ,- -

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷0 0

1
0 0

10

где  H Hess0 0= éë ùûE ( )q ,  B OPG0 0= éë ùûE ( )q , т. е.  H0  и  B0  — средние значения для гессиана 
штрафов и матрицы OPG. Матрица  H B H0

1
0 0

1- - ¢( )  известна в теории копулафункций как 
информационная матрица Годамби (Joe, Xu, 1996; Joe, 1997).

Из теорем 7 – 9 вытекает следующий весьма интересный факт.
Равная эффективность IFM-метода и ММП. Пусть  x t1  и  x t2  независимы (т. е. совме-

стное распределение  ( )x xt t1 2,  имеет копула-функцию  C u u u u( )1 2 1 2, ; = ×g , плотность кото-
рой  c u u( )1 2 1, ; =g ), и для плотностей частных распределений выполнено информационное 
равенство. Тогда IFM-метод и ММП дают оценки, имеющие одинаковые асимптотические 
распределения.

6.3. Эмпирические приложения в статистическом пакете R:  
процедуры параметрического оценивания

Модуль copula в статистическом пакете R позволяет получать как ММП-, так и IFM-
оценки. Ниже представлен пример, взятый из работы (Yan, 2007). Вначале генерируется 
выборка из двумерного распределения, частные распределения которого — гамма-распре-
деления с параметрами  qg = , , ,( )2 1 3 2 , а копула-функция — нормальная копула-функция 
с параметром  a= .0 5 ; затем по сгенерированной выборке строятся ММП- и IFM-оценки 
параметров.

# One step EML example from Yan (2007) 

myMvd <- mvdc(copula=ellipCopula(family="normal", param=0.5), 

  

margins=c("gamma", "gamma"), 

  

paramMargins=list(list(shape=2, scale=1), 

  

list(shape=3, scale=2))) 

n <- 200 

dat <- rmvdc(myMvd, n) 

loglikMvdc(c(2,1,3,2,0.5), dat, myMvd) 

[1] -778.3114 

mm <- apply(dat, 2, mean) 

vv <- apply(dat, 2, var) 

b1.0 <- c(mm[1]∧2 / vv[1], vv[1] / mm[1]) 
b2.0 <- c(mm[2]∧2 / vv[2], vv[2] / mm[2]) 
a.0 <- sin(cor(dat[,1], dat[,2], method = "kendall") * pi / 2) 
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fit.eml <- fitMvdc(dat, myMvd, start=start, optim.control=list(trace=TRUE, 

maxit=2000)) 

fit.eml 

The Maximum Likelihood estimation is based on 200 observations. 

Margin 1 : 

    

Estimate Std. Error 

m1.shape 2.1279360 0.19842701 

m1.scale 0.9246803 0.09716286 

Margin 2 : 

    

Estimate Std. Error 

m2.shape 3.213331 0.3061706 

m2.scale 1.778994 0.1835066 

Copula: 

    

Estimate Std. Error 

rho.1 0.4671964 0.0552821 

The maximized loglikelihood is -777.1381 

The convergence code is 0 see ?optim. 

# IFM method 

loglik.marg <- function(b, x) sum(dgamma(x, shape=b[1], scale=b[2], 

log=TRUE)) 

ctrl <- list(fnscale = -1) 

b1hat <- optim(b1.0, fn=loglik.marg, x=dat[,1], control=ctrl)$par 

b2hat <- optim(b2.0, fn=loglik.marg, x=dat[,2], control=ctrl)$par 

udat <- cbind(pgamma(dat[,1], shape=b1hat[1], scale=b1hat[2]), 

pgamma(dat[,2], shape=b2hat[1], scale=b2hat[2])) 

fit.ifm <- fitCopula(myMvd, udat, method="ml",start=a.0) 

c(b1hat, b2hat, fit.ifl@estimate) fit.ifl 

[1] 2.3494821 0.9395788 3.1645483 2.0540858 0.4782428 

fit.ifm 

The estimation method is Maximum Likelihood based on 200 observations. 

  

Estimate Std. Error z value Pr(>|z|) 

rho.1 0.4782428 0.04920972 9.718461 0 

The maximized loglikelihood is 25.95508 

The convergence code is 0  
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7. Процедуры оценивания: полупараметрические  
и непараметрические методы

7.1. Канонический метод максимума правдоподобия (КММП)4

КММП отличается от описанных выше методов тем, что в нем не делается никаких пред-
положений относительно параметрической формы частных распределений. Процесс оцени-
вания в КММП состоит из следующих двух шагов.

1.  Преобразуем наблюдения  ( , , , ),x x xt t nt1 2 ¼  t T= ¼1, ,  следующим образом:

it i T itu F x( )

где  F
Ti T x

t

T

it, £×
=

× =
+
å( ) { }

1
1 1

1 ,  i n= ¼1, , , а 1{ }× — индикаторная функция. Другими словами, 

F xi T, ( ) — это непараметрическая оценка частной функции распределения переменной  X i .
2.  Оценим параметры копула-функции, максимизируя логарифмическую функцию прав-

доподобия5:

CML
t

T

T t n T ntc F x F xarg max ln ( ( ), , ( ); )., ,
1

1 1

Для простоты при описании асимптотических свойств КММП-оценки снова будем рас-
сматривать только двумерный случай. Пусть  l u u c u u( ) ln ( )1 2 1 2, , = , ;g g . Далее индексами 
1 2, , g  будем обозначать частные производные функции  l u u( )1 2, , g  относительно  u u1 2, , g  
соответственно. Кроме того, положим

 S
T

l F x F xT
t

T

T t T t= , ;( ),
=

, ,å1

1
1 1 2 2g g( ) ( )   H

T
l F x F xT

t

T

T t T t= ( )
=

å1

1
1 1 2 2gg g, ,( ), ( ); .

Поскольку  CML является решением следующего дифференциального уравнения:

S
T

l F x F xT
t

T

T t T t= , ;( )= ,
=

, ,å1
0

1
1 1 2 2g g( ) ( )

то, используя разложение функции  ST  в ряд Тейлора, получим:

0
1

1
1 1 2 2T

l F x F x S H
t

T

T t T t T T CML

CML

( ) ( ); ( ),

и, следовательно,

T T
S
HCML

T

T

( ) .

4 В англоязычном оригинале The Canonical Maximum Likelihood (CML).
5 В дальнейшем предполагается, что анализируемое семейство копул зависит от единственного параметра g.
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следующие результаты, справедливые при соблюдении некоторых условий регулярности:
а)   CML 0  (п. н.) при T ®¥ ;
б)   T N h

CML
d( ) ,0

2 20  где

s gg
2

1 1 2 2 1 1 2 2= , ;( )+ +éë ùûVar l F x F x W x W xt t t t( ) ( ) ( ) ( ) ,  h l F x F xt t= , ;( )éë ùûE gg g1 1 2 2( ) ( ) ;

выражение для  s 2  дано здесь для двумерного случая ( n=2 и, соответственно,  i=1 2, ),  
а W xi it( ) определяются соотношениями:

W x l u u c u u du dui it F x u i t t t ti it i
( ) ;{ ( ) }=- , ;( ) , ;( )£ò1 g g g1 2 1 2 1 2

в)  полупараметрическая оценка  CML менее эффективна, чем оценка, полученная с по-
мощью одношагового метода максимального правдоподобия  ML (за исключением случая, 
когда  x t1  и  x t2  статистически независимы).

7.2. Трехшаговый канонический метод максимального правдоподобия  
(KME–CML метод)6

Начиная с момента выхода работы (Genest et al., 1995), использование полупарамет-
рических методов для копула-функций эллиптического типа стало обычной практикой, 
см., например, (Cherubini et al., 2004; McNeil et al., 2005). В частности, для копула-функций 
Стьюдента, после того, как на первом шаге получены непараметрические оценки частных 
функций распределения, можно получить оценку корреляционной матрицы, вычисленную 
с использованием метода моментов и оценок ранговых коэффициентов корреляции t-Кен-
далла. При этом степени свободы оцениваются с использованием метода максимального 
правдоподобия. Отметим, что оценка частных распределений на первом шаге не является 
необходимым условием для оценки корреляционной матрицы, поскольку оценка t-Кендал-
ла основана на количестве согласованных наблюдений, которое не зависит от монотонных 
преобразований. Однако оценивание частных распределений является необходимым при 
оценке числа степеней свободы.

Ниже дается описание трехшагового КМЕ–CML метода (см. также (Bouyé et а1., 2000; 
McNeil et a1., 2005; Fantazzini, 2010)).

Трехшаговый КМЕ–CML метод оценивания параметров копула-функций
1.  Преобразуем  ( , , , )x x xt t nt1 2 ¼  к нормированным рангам  ( ( ), ( ),..., ( ))F x F x F xT t T t nT nt1 1 2 2 , ис

пользуя эмпирическую функцию распределения для каждой компоненты вектора наблюде
ний (здесь и далее n — размерность анализируемой случайной величины, T — общее число 
ее наблюдений).
2.  Для всех пар  ( , )j k  компонент вектора наблюдений оценим tКендалла:

R F X F X C x x xjk jT j kT k T
t s T

t s
 t t= éë ùû= --

£< £

å( ), ( ) ( ) ( )(2 1

1
1 1 2sign tt sx-( )2 ) .

6 В англоязычном оригинале метод называется Kendallt Moment — Estimator of Canonical Maximum Likelihood 
Method. 
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Возьмем оценку корреляции для  ( , )j k  компонент вектора наблюдений S 
jk jkR=sin( )p t

2 . 
Поскольку покомпонентное преобразование, осуществленное на первом шаге, не гаранти
рует положительной определенности матрицы  S S =( )jk , то для ее обеспечения обычно 
вносятся некоторые поправки (Rousseeuw, Molenberghs, 1993).
3.  Находим оценку степеней свободы  CML копулафункций Стьюдента с использовани

ем метода максимального правдоподобия:

CML
t

T

T copula T t nT ntc F x F xarg max ln ( ), , ( ); ,
1

1 1 .

Второй шаг описанной процедуры реализует метод моментов, основанный на оценках 
q n n= -( ) /1 2  моментов и такого же количества коэффициентов t-Кендалла, оцененных 
с использованием эмпирических распределений (эта оценка известна как моментная оцен-
ка t-Кендалла). Следует еще раз отметить, что нет необходимости использовать оценку 
t-Кендалла, полученную с использованием именно эмпирических распределений, т. к. 
 t-Кендалла сохраняет одно и то же значение при всех монотонных преобразованиях. Таким 
образом, можно взять  q  моментов от некоторой векторнозначной функции  y , зависящей 
от корреляций  q r r0 1= ¼ ¢( , , )q , а именно:

y q

y r q

y r q

F F
F F

F F
n

q n n q

1 0

1 1 2 1

1

, , ;
( , ); ( )

( , ); (

¼ =æ
è
ç

ö
ø
÷

é
ëê

ù
ûú

-

E

E
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Тогда теоретические моментные тождества могут быть представлены в виде

 y q( , , ; ) ( , , , ) ,F Fn1 0 0 0 0¼ = ¼ ¢   (20)

где  q0  — истинное значение оцениваемого векторного параметра. Соответственно, оценка 
q  определится из (20) с заменой теоретических моментов их выборочными аналогами.

Для оценки, полученной с помощью метода KME–CML, справедливы следующие теоре-
мы (все доказательства представлены в приложении А работы (Fantazzini, 2010)).

Теорема 10 (состоятельность  q ). Предположим, что  ( , , )x xt nt1 ¼  — независимые (по t) 
наблюдения nмерной случайной величины  ( ,..., )X X n1  со структурой зависимости, задан
ной плотностью копулафункции  c u ut n t( , , ; , ), ,1 0 0¼ S n . Предположим, что:
а)  пространство параметров Q  является компактным подмножеством Rq ;
б)  qмерный вектор моментов  y qF X F Xn n1 1 0( ), , ( );¼æ

è
ç

ö
ø
÷ непрерывен относительно  q0  

для любых  X j ;
в)  y qF X F Xn n1 1( ), , ( );¼( ) измеримы относительно  X j  для всех  qÎQ;
г)  y qF X F Xn n1 1 0( ), , ( );¼( )¹  для всех  q q¹ 0 , qÎQ;
д)  sup ( ), , ( );q y qÎ ¼( ) <¥Q F X F Xn n1 1 , где  A  обозначает евклидову норму матрицы A.
Тогда  q q P¾ ®¾ 0  при T®¥ .
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et al., 1995), доказана и состоятельность оценки  CML (т. е.  CML
P

0  при T®¥ ).
Асимптотическая нормальность оценок, полученных методом КМЕ–СМL, не очевидна, 

т. к. используется трехшаговая процедура, при которой на втором и третьем шагах исполь-
зуются разные методы оценивания. Возможным решением является представление оценки 
на третьем шаге КММП, как оценки специального вида, полученной методом моментов. 
Отметим, что КММП-оценка определяется путем приравнивания к нулю производной (от-
носительно параметра  n ) логарифма функции правдоподобия:

l
l F x F x

t

T

T t nT nt
( ; )

( ), , ( ); , .
1

1 1 0

Разделив обе части на Т, получим определение оценки по методу моментов:
1 1

1
1 1

1
1 1T

l F x F x
T

F x
t

T

T t nT nt
t

T

T t( ), , ( ); , ( ( ), , FF xnT nt( ); , ) 0 .

Таким образом, КММП-оценка может быть представлена как оценка, получаемая мето-
дом моментов (ММ).

Оценка методом моментов — это то значение  q , которое обеспечивает равенство меж-
ду выборочными моментами (выборочные средние) и их теоретическими аналогами. По-
скольку число параметров равно q, то требуются q моментных уравнений с неизвестными q  
(более подробно см. (Greene, 2002)). Таким образом, можно использовать известные асим-
птотические результаты, справедливые для метода моментов.

Определим  выборочные  моменты  вектора  YKME CML- , зависящего  от  параметров 
( , , )

1 q :

 KME CML T t nT nt

t

T

T i T i

F x F x

T
F x F x

1 1

1
1 1 1 2 2

1

( ), , ( );

( ), ( ));

..................................................

1

..........

( ), ( );( ), ( )
1

1
1

1 1

1

T
F x F x

T

t

T

q n T n t nT nt q

t

T

F x F xT t nT nt1 1

0

( ), , ( ); ,

.   (21)

Для определения ковариационной матрицы предельного распределения оценки X  необ-
ходимо подкорректировать (21) с учетом непараметрических оценок частных распределе-
ний и их дисперсий, см. (Genest et al., 1995, §4), а именно
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где
W X

u
c u u dC u uj j

j
n nFj X j u j, ( ) ln ( , , ) ( , , ).

{ ( ) }n n
=

¶

¶ ¶
¼ ¼

£
ò1

2

1 1

С учетом вышеизложенного справедлива следующая теорема.

Теорема 11 (асимптотическое распределение КМЕ–СМL оценок). Пусть выполнены 
предположения предыдущей теоремы и дополнительные условия из (Genest et al., 1995). 

Кроме того, предположим, что матрица 
¶ ×;

¶ ¢
-Y X

X
KME CML ( )

 имеет ограниченные (по T) эле

менты и является отрицательно определенной, тогда как ¡0  также имеет ограниченные 
(по T) элементы, но положительно определена.
Тогда при T ®¥ :

 T Nd KME CML KME CML( ) ,X X
Y

X
¡

Y

X
- ¾ ®¾

¶

¶ ¢
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ý
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þ
ï
.   (22)

Отметим, что последнее асимптотическое свойство выполняется и для многомерных 
моделей с гетероскедастичностью. Для таких моделей на первом этапе получают состоя-
тельные оценки параметров одномерных частных распределений, а затем рассчитывают 
соответствующие оценки остатков (так называемые «невязки») которые используются для 
оценки совместного распределения многомерного вектора остатков при помощи копула-
функций. Этот результат является прямым следствием теорем 1 и 2 из работы (Kim et al., 
2008), которая, в свою очередь, использует работы (Koul, Ling, 2006; Koul, 2002). Отметим, 
что похожие результаты представлены также и в (Chen, Fan, 2006), но без доказательств. Со-
ответствующий результат формулируется в теореме 12.

Теорема 12 (асимптотика КМЕ–СМL оценок для многомерных моделей с гетероскеда-
стичностью). Предположим, что выполнены условия а)–д) теоремы 10, а также А.1–А.9 
из (Kim et al., 2008). Тогда для КМЕ–СМL оценки имеет место асимптотическая сходи
мость (22).

Условия (А.1) – (А.4) справедливы для моделей достаточно общего вида. В частности, 
условия (А.1) – (А.2) требуют, чтобы плотность копула-функций имела непрерывные част-
ные производные до третьего порядка включительно. Кроме того, они должны быть конеч-
ными вместе с их вторым моментом. Условие (А.3) — это техническое условие на частные 
производные, а условие (А.4) требует, чтобы были выполнены условия (А.1) из (Genest et 
al., 1995). Условия (А.5)–(А.8) также являются техническими и взяты из работ (Koul, 2002) 
и (Koul, Ling, 2006). Условие (А.9) не является слишком ограничительным. Например, ес-
ли условное среднее является функцией исторических значений строго стационарных 
и эргодических временных рядов, то каждое слагаемое суммы является строго стационар-
ным и эргодическим процессом с нулевым средним, а значит, условие (А.9) выполняется 
(см. (Taniguchi, Kakizawa; 2000, теоремы 1.3.3 – 1.3.5), а также (Kim et а1., 2008)).

Свойства и вычислительные аспекты в условиях малых выборок
Поскольку основные свойства предлагаемого полупараметрического метода являются 

асимптотическими, то на примерах смоделированных выборок в работе (Fantazzini, 2010) 
было проведено исследование, показавшее, что в условиях малых выборок и больших зна-
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значительно чаще при использовании КМЕ–СМL оценок, чем при использовании ММП 
оценок. В то время как ММП-оценка параметра попадала в 95% доверительный интервал 
примерно для 95% случаев, КМЕ–СМL оценка попадала в соответствующий доверительный 
интервал лишь в 30% случаев. Однако такое снижение доли случаев со сходимостью более 
значительно для двумерных копула-функций Стьюдента по сравнению с копула-функция-
ми Стьюдента большей размерности, которые типичны для финансовых портфелей. Кроме 
того, как ММП, так и KME–CML метод показали весьма существенные значения средних 
и медиан смещений для оцененных корреляций, когда фактические значения последних 
принимают значения, близкие к нулю.

Наконец, в работе (Fantazzini, 2010) показано, что метод собственных значений, пред-
ставленный в (Rousseeuw, Molenberghs, 1993), должен быть использован для получения по-
ложительно определенной корреляционной матрицы не только в условиях малых выборок 
(T<100 ), но и в условиях, когда описываемому процессу отвечает наименьшее собствен-
ное значение, близкое к нулю. Эта поправка влечет положительное смещение оценки пара-
метра  n, но ее влияние на сходимость при максимизации для получения параметра  n  весь-
ма ограничено.

Таким образом, предыдущие результаты показывают, что КМЕ–СМL метод может быть 
использован в случае малых выборок и при относительно небольших значениях числа степе-
ней свободы, однако ММП является более привлекательной альтернативой. Возможной стра-
тегией при оценке параметров является следующее: на первом этапе использовать КМЕ–СМL 
метод; если оценка числа степеней свободы больше 20, то следует использовать ММП-оцен-
ку, если последняя обеспечивает сходимость при максимизации соответствующей функции 
правдоподобия. Иначе, в качестве альтернативного решения следует использовать нормаль-
ную копула-функцию, к которой стремится копула-функция Стьюдента при  n®¥  (нормаль-
ная и стьюдентовская копула-функции достаточно близки уже при  n>20).

7.3. Методы непараметрического оценивания

В работе (Fermanian, Scaillet, 2003) предлагается непараметрическая оценка для  копула-  
функций многомерных стационарных процессов, удовлетворяющих условиям сильного пе-
ремешивания.

Перед тем, как обратиться к асимптотическим свойствам этой оценки, определим поня-
тие ядерной функции.

Определение 10. Ядерная  функция — это действительнозначная функция  K u( ), 
-¥< <+¥u , которая удовлетворяет следующим условиям:

1)  симметричность:  K u K u( ) ( )= - ;
2)  в точке и = 0 достигается максимум;

3)  K u du( ) ;=
-¥

+¥

ò 1

4)  неотрицательность:  K u( )³0 ;
5)  K u( )  ограничена;

6)  u K u du2 ( ) <¥
-¥

¥

ò .
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Свойства 5 и 6 необходимы для вывода асимптотических свойств оценок, получаемых 
на основе ядерных функций. Возьмем n-мерное ядро и его кумулятивную функцию:

k k x
j

n

j j( ) ( )x =
=

Õ
1

,  K k x dx K x
j

n x

j
j

n

j j

j

( ) ( ) ( )X = =
= -¥ =

Õ ò Õ
1 1

,

где для простоты взяты произведения одномерных ядерных функций. Кроме того, возь-
мем

k k
x

h Tj

n

j
j

j

( )
( )

,x h; =
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

=

Õ
1

 K K
x

h Tj

n

j
j

j

( )
( )

,X h; =
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

=

Õ
1

где  h( )T  — диагональная матрица с элементами  h T j nj ( ), , ,= ¼1  на главной диагонали 
и детерминантом  h( )T . При этом  h Tj ( )  положительна и  h j ® 0  при T ®¥. h( )T  обычно 
называют «шириной окна» ядерной функции.

Определение 11.  Ядерная оценка  f j ( )  плотности  f j ( )×  распределения случайной вели
чины Yjt  в точке  y j  определяется как

f y
Th

k
y Y
h Tj j

j i

T

j
j jt

j

( )
( )

,
1

1

а ядерная оценка плотности случайного вектора Yt  в точке  y= ¼ ¢( , , )y yn1  равна

f
T h T

k T
i

T

t( )
( )

( ) .y y Y h
1

1

Аналогичным образом, ядерная оценка кумулятивной функции распределения случайной 
величины Yjt  в точке  y j  равна

F y f x dxj j j

y j

 ( ) ( ) ,=
-¥

ò

а ядерная оценка кумулятивной функции распределения случайного вектора  Yt  в точке 
у равна:

F f d
yy n

( ) ( ) .y x x
1

Например, для гауссовской ядерной функции  k x xj ( ) ( )=j  получаются следующие ядер-
ные оценки функций распределения:

F y
T

y Y
h

F
T

y Y
j j

i

T
j jt

j i

T

j

n
j jt ( ) , ( )=

-æ

è
çç

ö

ø
÷÷ =

-

= = =

å åÕ1 1

1 1 1

F Fy
hh j

æ

è
çç

ö

ø
÷÷,

где через j( )×  и F( )×  обозначены соответственно плотность и функция распределения стан-
дартного нормального распределения.
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ра  C u C u u H F u F un n n( ) , , ( ), , ( )( ) ( )= ¼ = ¼( )æ
è
ç

ö
ø
÷ - -

1 1
1

1
1 , где  H ( )×  — многомерная функция рас

пределения. Тогда ядерная оценка  C( )u  копулафункции  C( )u  определяется следующим 
образом:

C H H n
     ( ) ( ) , , ,u = = ¼( )z z z1

где  z 
j y j jy F y u= : ³{ }Îinf R ( )  соответствует ядерной оценке квантиля уровня  u j  для 

функции распределения случайной величины Yjt .

В работах (Fermanian, Scaillet, 2003; van der Vaart, Wellner, 1996) доказывается состоя-
тельность и асимптотическая нормальность ядерных оценок C( )u .

7.4. Эмпирические приложения в статистическом пакете R:  
процедуры полупараметрического оценивания

Продолжим рассмотрение примера, начатое в п. 6.3 (см. также (Фантаццини, 2011)). 
Можно оценить параметр зависимости a при помощи канонического метода максимума 
правдоподобия (КММП) без спецификации частных распределений.

# CML method 

eu <- cbind((rank(dat[,1]) - 0.5)/n, (rank(dat[,2]) - 0.5)/n) 

fit.cml <- fitCopula(myMvd, eu, method="mpl", start=a.0) 

fit.cml 

The estimation method is Maximum Pseudo-Likelihood based on 200 

observations. 

Estimate Std. Error z value Pr(>|z|) 

rho.1 0.4806303 0.05066396 9.48663 0 

The maximized loglikelihood is 26.02639 

The convergence code is 0

Ниже представлены другие примеры, взятые из copula пакета.

# Example: Gumbel copula 

gumbel.cop <- gumbelCopula(3, dim=2) 

n <- 200 x <- rcopula(gumbel.cop, n) ## true observations 

u <- apply(x, 2, rank) / (n + 1) ## pseudo-observations 

## inverting Kendall's tau 

fit.tau <- fitCopula(gumbel.cop, u, method="itau") 

fit.tau 

## inverting Spearman's rho 

fit.rho <- fitCopula(gumbel.cop, u, method="irho") 

fit.rho 
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## maximum pseudo-likelihood 

fit.mpl <- fitCopula(gumbel.cop, u, method="mpl") 

fit.mpl 

## maximum likelihood 

fit.ml <- fitCopula(gumbel.cop, x, method="ml") 

fit.ml 

## A multiparameter example 

normal.cop <- normalCopula(c(0.6,0.36, 0.6),dim=3,dispstr="un") 

x <- rcopula(normal.cop, n) ## true observations 

u <- apply(x, 2, rank) / (n + 1) ## pseudo-observations 

## inverting Kendall's tau 

fit.tau <- fitCopula(normal.cop, u, method="itau") 

fit.tau 

## inverting Spearman's rho 

fit.rho <- fitCopula(normal.cop, u, method="irho") 

fit.rho 

## maximum pseudo-likelihood 

fit.mpl <- fitCopula(normal.cop, u, method="mpl") 

fit.mpl 

## maximum likelihood 

fit.ml <- fitCopula(normal.cop, x, method="ml") 

fit.ml
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